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   Введение  
 
    Одним из важнейших направлений развития современной высшей 
школы является совершенствование системы специальной подготовки 
будущих специалистов. В связи с этим в работе со студентами заоч-
ного факультета главным средством обучения является систематиче-
ская самостоятельная работа во внеаудиторное время. Поэтому обяза-
тельным элементом учебного процесса является выполнение пись-
менных контрольных работ. 
    Контрольная работа в системе заочного обучения является одной из 
форм активизации самостоятельной работы студентов в межсессион-
ный период, ее подготовка требует от студента самостоятельного изу-
чения научной и учебной литературы. В соответствии с учебным пла-
ном студенты заочного факультета специальности «Математика» вы-
полняют контрольную работу по разделам «Предел. Непрерывность. 
Дифференцируемость» математического анализа. 
    Цель выполнения контрольной работы по математическому анали-
зу состоит в закреплении и углублении теоретических знаний по изу-
чаемой дисциплине, приобретении практических навыков в решении 
задач, развитии навыков самостоятельной работы по применению 
теории к решению задач. 
        При подготовке контрольной работы студент должен продемон-
стрировать знание материала, умение правильно и четко излагать 
свою мысль. При возникновении затруднений у студента в процессе 
контрольной работы следует обратиться за консультацией к препода-
вателю на кафедру математического анализа. 
    Выполнение контрольной работы осуществляется по вариантам.      
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    Требования к оформлению контрольной работы 
 
    К оформлению контрольной работы предъявляются следующие 
требования. Работы, выполненные без соблюдения этих правил, не за-
считываются и возвращаются студенту для переработки. 
    1  Контрольную работу следует выполнять в отдельной тетради, 
оставляя поля для замечаний рецензента. 
    2 Контрольная работа включает в себя следующие структурные 
элементы: 
    −  титульный лист; 
    −  основную часть, которая представляется заданием по соответ-
ствующему варианту темы контрольной работы; 
    −  приложения (если есть); 
    −  список использованной литературы. 
    3  На титульном листе указывается наименование дисциплины, но-
мер варианта, факультет, курс и номер группы, фамилия и инициалы 
студента. Вариант определяется в соответствии с последней цифрой в 
номере зачетной книжки студента. 
    4  В работу должны быть включены все задачи выполняемого вари-
анта. Контрольные работы, содержащие не все задания или задания не 
своего варианта, не засчитываются.  
    5  Решения задач надо располагать в порядке следования номеров. 
Перед решением каждой задачи должно быть полностью выписано ее 
условие. Решения задач должны сопровождаться краткими пояснени-
ями и необходимыми чертежами.  
    6  Выполненная и оформленная в соответствии с требованиями ра-
бота подписывается студентом с указанием даты ее выполнения. 
    7  Студент должен представить контрольную работу на рецензиро-
вание не позже установленного графиком учебного процесса срока. 
    Рецензирование и защита контрольной работы проводится в соот-
ветствии с «Положением о контрольной работе студента заочного фа-
культета и порядке ее рецензирования» от 23 февраля 2005 года. 
    Все сделанные рецензентом замечания студент обязан учесть и 
внести в работу необходимые исправления и дополнения. 
    8  Студенты, не получившие зачета по контрольной работе, к экза-
мену по соответствующей дисциплине не допускаются.  
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Задания к контрольной работе 
 
    Задание 1 
    Используя метод математической индукции, доказать, что верно 
следующее утверждение. 
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    Задание 2 
    Преобразовать десятичную периодическую дробь в обыкновенную 
дробь: 
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    Задание 3 
    Доказать ограниченность множества. Найти его точные верхнюю и 
нижнюю грани. 
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    Задание 4 
   Для каждого 0  определить номер N , такой, что для каждого 
Nn  будет выполняться  axn , если: 
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    Задание 5 
    Пользуясь теоремой о пределе подпоследовательности, доказать 
расходимость данной последовательности. 
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    Задание 6 
    Пользуясь  теоремой о произведении бесконечно малой последова-
тельности на ограниченную или теоремой о сходимости монотонной 
и ограниченной последовательности, доказать сходимость данной по-
следовательности. 
    6.1   
1
!sin3 2
n
nn
xn                        6.6   nn
n
x
2
sin
...
2
2sin
2
1sin
2
 
  10 
    6.2   
))1(2(
1
2 nn n
n
x                     6.7   
)10lg(
1
1...
12lg
1
1
11lg
1
1
n
xn  
    6.3   
)sin8)(1(
1
2 nn
n
xn                6.8   nn
n
x
3
cos
...
3
2cos
3
1cos
2
 
    6.4   
2
2cos 2
n
nn
xn               6.9   
!
1
...
!3
1
!2
1
1
n
xn       
    6.5   
nn
x
2
1
1...
2
1
1
2
1
1
2
     6.10   
222
1
...
3
1
2
1
1
n
xn  
 
    Задание 7 
    Вычислить пределы последовательностей nx , если: 
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    Задание 8 
    Вычислить пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя: 
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    Задание 9 
    Найти односторонние пределы функции )(xf  в точке 0x , если 
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    Задание 10 
    Используя I и II замечательные пределы, вычислить: 
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    Задание 11 
    Исследовать функцию )(xfy  на непрерывность. Найти точки раз-
рыва и определить их тип.  
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xx
y ;     б)
x
arctgхy
1
 
    11.5   а)
2,43
20,
0,1 2
xx
xx
xx
y ;     б) xy sinsgn  
    11.6   а)
5
55
x
x
х
y ;         б) )sgn(cos xy  
    11.7   а)
4
44
x
x
х
y ;         б)
31
1
x
x
y  
    11.8   а)
3
33
x
x
х
y ;         б)
x
x
y
sin
 
    11.9   а)
2
22
x
x
х
y ;         б)
187
1
2 xx
x
y  
    11.10 а)
1
11
x
x
х
y ;         б)
1092
52
2 xx
x
y  
 
    Задание 12 
    Установить, верно ли утверждение. 
    12.1    )(sin2 xoxxx , при 00x  
    12.2    )(sinln100 2xoxxx , при x  
    12.3    
x
oxx
1
12 , при x  
    12.4    )(8 xoxarctgxx , при 00x  
    12.5    )(
1
sin2 2 xo
x
x , при 0x  
    12.6    )( 323 xoxarctgx , при 0x  
    12.7    )1(1ln oe x , при x  
  15 
    12.8    )(sin 2xoxx , при 0x  
    12.9    3522 05sin3 xxx , при 0x  
    12.10  xxtgx 02sin2 , при 0x  
 
    Задание 13 
    Найти )(xf , вычислив 
x
xfxxf
x
)()(
lim
0
, если: 
    13.1   
2
1
)(
x
xf                                13.6    xxf ln)(         
    13.2   xxf cos)(                              13.7    xexf )(  
    13.3   xxf 2)(                           13.8    
x
xf
1
)(             
    13.4   3)( xxf                                 13.9    xxf 4            
    13.5   xxf 3sin)(                            13.10  xtgxf 2  
 
    Задание 14 
    Пользуясь правилами дифференцирования, вычислить производные 
данных функций.  В пункте а) записать df . 
    14.1   а) 
3 22 x
x
y ; б) xy 2arccosln ; в) xxy sin2 )1( ; 
              г) 8 23ln
15
15
xx
x
x
y  
    14.2   a) 
12
1
x
xy ; б) 
x
x
y
4sin2
3cos
2
; в) xxy ln ; 
              г) 9 23arcsin
3
3
xx
x
x
y  
    14.3   а) x
x
ey 1
1
; б) xy 3cos xtg3ln ; в) 
2xxy ; 
              г) 5 32arccos
7
7
xx
x
x
y  
    14.4   а) 
xx
xx
y
4cos3sin
cossin
; б) 21ln xarctgy ; в) 
3
32
5
12
x
xx
y ; 
              г) 4 2 43sin
5
xx
x
x
y  
    14.5   а) xxxy lncoslnsin ; б) 
841
1
xx
y ; в) 
x
x
x
y
1
; 
              г) 32arcsin
32
32
x
x
x
y   
    14.6   а) xxxxy 22 sin23cos2 ; б) xtgy 321 ; в) xxy ; 
  16 
              г) 
2
1
79
x
xarctg
y  
    14.7   а) 
22 xa
x
y ; б) xy 2sinln 34 ; в) 
5 2
32
3
131
x
xx
y ; 
              г) 
4
1
523
x
xarcctg
y  
    14.8   а) 
1
1
ln
4
1
2
2
x
x
y ; б) xy 3sin1
4
10 ; в) xtgxy sin ; г) 
4
2
14arccos7
x
x
y  
    14.9   а) ;
857
9
3
2
7
xx
xy  б) ;8cos2sin 53 xxy  в) xxy cosarccos ; 
              г) 5ln23 xxarctgy  
    14.10 а) ;13
7
4 3 42
3
xx
x
y  б) ;143cos 35 xtgxy  
              в) ;
5
137
5
10
x
xx
y   г) xxy 32arccos  
 
    Задание 15 
    Найти xxy"  для функции  )(xfy , заданной параметрически. 
    15.1   2
t
arctgex , 1tey                      15.6    21ln, tyarctgtx  
    15.2   
t
ytx
1
1
,ln 2                               15.7    22 1ln,1 tytx                               
    15.3   22 1arcsin,1ln tytx              15.8    )1arcsin(,2 2 tyttx      
    15.4   
t
ytgtx
2sin
1
,ln                            15.9    22 1,1 ttgytx   
    15.5   ttyex t sin, 3                              15.10  ttytx 2sin,2cosln  
 
    Задание 16 
    Пользуясь правилом Лопиталя, вычислить пределы: 
 
    16.1   а) 
)3ln(cos
)2ln(cos
lim
0 x
x
x
; б) 2
0
ln3lim xxtg
x
; в) x
x
x
ln
0
1lim  
    16.2   а) 
ctgx
x
x
sinln
lim
0
; б) 
xxx
1
sin
1
lim
0
; в) 
x
x x
sin
0
1
lim  
    16.3   а) 
xx
xx
x arcsin
22sin
lim
20
; б) 2
1
2
0
lim x
x
ex ; в) x
x
x1
2
1
lim  
    16.4   а) 
xtg
xx
x 20
)1ln(
lim ; б) ctgxx
x
arcsinlim
0
; в) 
x
x
arctgx
2
lim  
    16.5   а) 
x
x
x sinln
ln
lim
0
; б) x
x
ex 01,02lim ; в) x
x
xx
1
2 83lim  
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    16.6   а) xctge x
x
51lim 2
0
; б) 
20
11
lim
xxarctgxx
; в) )ln1/(3
0
lim x
x
x  
    16.7   а) 
20
1
lim
x
xctgx
x
; б) ctgxx
x
lnsinlim
0
; в) 
1
1
01 4
lim
x
x
x
tg  
    16.8   а) 
xx
xtgx
x sin
lim
0
; б) 
34lim x
x
ex ; в) 
x
x
arctgx
2
lim  
    16.9   a) 
2
ln
lim
x
x
x
; б) 
xxx 220 sin
11
lim ; в) tgx
x
xarcsin2lim
0
 
    16.10 а) ;
sinln32
ln3
lim
0 x
x
x
 б)  
xxx arcsin
11
lim
0
; в) x
x
tgx
cos
0
2
lim  
 
    Задание 17 
    Пользуясь каноническими разложениями, разложить следующие 
функции по формуле Маклорена  до )( nxo . 
    17.1   
6
13
)(
2 xx
x
xf                            17.6   xexxxf 2)(  
    17.2   22ln)( xxxf                        17.7   xxxf 5cos3cos)(  
    17.3   
x
x
xf
3
2
)(
2
                              17.8   xxexf 2)(  
    17.4   127ln)( 2 xxxf                     17.9   
x
x
e
ex
xf
2
2 3
 
    17.5   xxxf 22 cos)(                            17.10 xxf 4cos  
 
    Задание 18 
    Исследовать функцию и построить график: 
    18.1    а)
x
x
y
29
4
3
;          б) )1ln(524 2xxy  
    18.2    а)
13x
x
xy ;        б) 
x
x
y
ln
 
    18.3    а)
12
1
2xx
y ;   б) )sin2ln( xy  
    18.4    а) xexy
1
2 ;             б) xxy 2cos
2
1
cos  
    18.5    а)
2
1
2
x
x
y ;        б) 
xe
x
y
2
2 2
  
    18.6    а)
4
1
2xx
y ;         б) xexy 2  
    18.7    а)
2
3
2
3
x
x
y ;          б) xxy 2sin
2
1
sin  
  18 
    18.8    а) 4
2x
exy ;         б) 22 )1()2( xxy   
    18.9    а)
2
3
12 x
x
y ;       б) xey cos  
    18.10  а)
22 xexy ;         б) 
arcctgx
y
1
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    Образцы решения и оформления задач 
 
    Задание 1 
    Используя метод математической индукции, доказать, что верно 
следующее утверждение. 
 
    Пример 1     Nn
nn
n ,
2
)1(
...321
2
3333 .   
    Решение 
    1  При 1n  равенство верно, так как  
2
3
2
)11(1
1 . 
    2  Допустим, что равенство верно при  kn , т. е. 
     
2
3333
2
)1(
...321
kk
k . 
    3  Докажем, что равенство верно при  1kn . 
    Рассмотрим 
1
4
)1()1(
2
)1(
)1(...321
2
23
2
33333 k
k
kk
kk
kk  
2
2
222
2
2
)1)1(()1(
2
)2()1(
4
44
)1(
kkkkkk
k . 
Это означает, что при 1kn  равенство верно. В силу принципа ма-
тематической индукции, утверждение верно для Nn . 
 
    Пример 2     n
n
1
...
3
1
2
1
1 , 2n . 
    Решение  
    1  Проверим утверждение при  2n :     2
2
1
1 . 
Умножив обе части неравенства на 2 , получим равносильное нера-
венство  
212 , т. е. 12 . 
Так как последнее неравенство верно, то при 2n  данное утвержде-
ние верно. 
     2  Допустим, что неравенство верно при  kn , т. е. 
                                         k
k
1
...
3
1
2
1
1                                      (1)    
3 Докажем, что неравенство верно при  1kn , т. е. докажем, что 
1
1
11
...
3
1
2
1
1 k
kk
. 
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    Прибавим 
1
1
k
 к обеим частям неравенства (1), получим 
.1
1
1
1
1
1
1)1(
1
1
1
11
...
3
1
2
1
1 k
k
k
k
kk
k
kk
k
k
kk
 
Утверждение доказано для 1kn , а в силу принципа математической 
индукции, и для Nn . 
 
    Пример 3     121 1211 nn  кратно 133, Nn . 
 
    Решение  
    1  При 1n  утверждение верно, так как  1211 1211  делится на 133. 
    2  Допустим, что утверждение верно при kn , т. е. что 121 1211 kk  
кратно 133. 
    3  Докажем, что утверждение верно при  1kn , т. е. что 
1221)1(211 12111211 kkkk  кратно 133. 
Преобразуем )11133(1211111441211111211 121121122 kkkkkk  
12121 12133)1211(11 kkk . 
Первое слагаемое кратно 133 по предположению, второе, очевидно, 
кратно 133. Следовательно, сумма кратна 133. Утверждение доказано. 
 
 
    Задание 2 
    Преобразовать десятичную периодическую дробь 3,(15) в обыкно-
венную дробь. 
 
    Решение Заметим, что данную дробь можно представить в виде 
суммы членов бесконечно убывающей геометрической прогрессии:      
...00000015,0000015,00015,015,03)15(,3  
q
b
S
1
...1015,01015,01015,015,03 1642  
99
312
99
15
3
01,01
15,0
3 . 
Итак, 
99
312
)15(,3 . 
 
 
    Задание 3 
    Доказать ограниченность множества А. Найти его точные верхнюю 
и нижнюю грани, если Nn
n
n
A ,
12 3
3
. 
  21 
    Решение Так как Nn  выполняется неравенство 1
12
0
3
3
n
n
, 
то множество А является ограниченным.  
    Запишем каждый элемент множества А в виде: 
24
1
2
1
)12(2
1
2
1
)12(2
112
12 333
3
3
3
nnn
n
n
n
. 
Таким образом, ;...
110
1
2
1
;
34
1
2
1
;
6
1
2
1
A . 
    Очевидно, множество А имеет минимальный элемент 3/1 . Тогда               
                                                    3/1infmin AA . 
Максимального элемента множество А не имеет. Но поскольку мно-
жество А ограничено, то оно имеет точную верхнюю грань. 
     Докажем, что 
2
1
sup A . Действительно, Nn  имеем 
2
1
24
1
2
1
12 33
3
nn
n
. 
Значит, число 2/1  является верхней гранью.  
    Возьмем теперь 0  и покажем, что число 
2
1
 не является верх-
ней гранью множества А, т. е. что Nn  такое, что 
2
1
24
1
2
1
3n
. 
Найдем какие-либо решения этого неравенства. Оно равносильно не-
равенству 
24
1
3n
. Но если  
24
1
3n
, то 
38
1
n
, Nn .  Отсюда   
8
13n , т. е.  
32
1
n . 
Итак, при  
32
1
n  элементы множества А оказываются больше, чем  
2
1
. Значит, 0  число 
2
1
 не является верхней гранью множе-
ства  А. Тем самым доказано, что 2/1sup A . 
 
 
    Задание 4 
    Для каждого 0  определить номер N  такой, что для каждого 
Nn  выполняется неравенство axn . 
 
    Пример 1   
4
3
,
14
123
2
2
a
n
nn
xn . 
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    Решение Возьмем произвольное  число 0 . Рассмотрим модуль 
разности  
axn
nn
n
n
n
n
nnn
n
nn
2
9
2
9
)12(2
18
)12(2
3124812
4
3
14
123
222
22
2
2
. 
Неравенство 
4
3
nx  будет выполняться, если 
n2
9
, т. е. при 
2
9
n . 
Возьмем  в качестве искомого N  число 1
2
9
. Тогда Nn  будет 
выполнено 
4
3
nx . 
Итак, доказано, что 0  NnN :1
2
9
 
4
3
nx . 
 
    Пример 2   narctg
n
x
n
n 2
)1(3
, 0a . 
 
    Решение Возьмем произвольное  число 0 . Рассмотрим модуль 
разности axn 222
7
2
4)1(3
nn
narctg
n
n
. 
Неравенство axn  будет выполнено, если  2
7
n
, т. е. при  
7
n . 
Возьмем в качестве N  число 1
7
. Тогда  Nn  будет выполнять-
ся  неравенство axn .  
Таким образом,  доказано, что 0  NnN :1
7
 0nx . 
 
 
    Задание 5 
    Пользуясь теоремой о пределе подпоследовательности, доказать 
расходимость данной последовательности. 
 
    Пример 1   
n
n
nx
)1(2
)1(2
. 
 
    Указание Известно, что если последовательность имеет предел, то 
все ее подпоследовательности имеют тот же предел. Следовательно, 
для доказательства расходимости достаточно найти две подпоследо-
  23 
вательности, имеющие различные пределы, или хотя бы одну подпо-
следовательность, не имеющую конечного предела. 
 
    Решение Рассмотрим две подпоследовательности (при четных и не-
четных номерах n).  
    Если n – четное, то 3
12
12
nx . 
    Если n – нечетное, то 
3
1
)1(2
)1(2
nx . 
Так как данная последовательность имеет две подпоследовательно-
сти, имеющие различные пределы, то она расходится. 
 
    Пример 2   
6
sin1
n
n
n
xn . 
    Решение Возьмем Zkkn ,6 , тогда 0sin
6
sin k
n
. Но тогда nxn . 
Получили подпоследовательность, которая не является ограниченной. 
Вследствие теоремы об ограниченности сходящейся последователь-
ности, неограниченная последовательность расходится. Следователь-
но, и  )( nx  – расходится. 
 
    Пример 3   
3
2
cos
n
x nn  . 
    Решение Возьмем Zkkn ,3 . Тогда 12cos33 kxx
k
kn . 
    Теперь возьмем 13kn , тогда  
13
131313
13
2
1
3
2
cos2
3
2
cos)13(
3
2
cos
k
kkk
kn kkxx . 
Первая подпоследовательность состоит из единиц, а значит, сходится 
к 1. Так как 0lim n
n
q  при  1q , то вторая подпоследовательность схо-
дится к 0. 
Следовательно, данная последовательность расходится. 
 
 
    Задание 6 
 
    Пример 1  Пользуясь теоремой  о произведении бесконечно малой   
последовательности на ограниченную последовательность, доказать 
сходимость следующей последовательности:  
  24 
4
cos
12
n
n
n
xn . 
 
    Решение Последовательность 
12n
n
 является бесконечно малой, 
так как  0   00 : nnNn   2/322
1
1 nn
n
n
n
xn  
(действительно, в качестве 0n  можно взять число 1
1
3/2
). 
Так как  Nn  1
4
cos
n
, то последовательность 
4
cos
n
 – ограничена. 
Так как последовательность nx  представляет собой произведение 
бесконечно малой последовательности  на ограниченную последова-
тельность, то она сходится.  
 
    Пример 2  Пользуясь теоремой  о существовании предела монотон-
ной и ограниченной последовательности, доказать сходимость сле-
дующей последовательности. 
    
n
n
n
pp
px
10
...
10
1
0 , где ip  ,...)2,1,0(i  – целые неотрицательные чис-
ла, не превосходящие 9. 
 
    Решение Так как  Nn  0
10 1
1
1 n
n
nn
p
xx , то Nn  nn xx 1 , т. е. 
данная  последовательность возрастает. 
    Докажем теперь, что она ограничена сверху. 
...
10
1
10
1
10
1
...
10
1
19
10
1
...
10
1
19
10
...
10 21
1
0 nnnnn
n
n
pp
px  
10
9,0
9
1,01
1
9 . 
Итак, Nn  10nx . Значит, )( nx  ограничена сверху.  
По теореме о существовании предела монотонной и ограниченной по-
следовательности, )( nx  сходится. 
 
 
    Задание 7 
    Вычислить пределы последовательностей. 
 
    Пример 1   
44
33
)2()1(
)2()1(
lim
nn
nn
n
. 
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    Решение Преобразуем выражение под знаком предела по формулам 
32233 33)( babbaaba ,  
4322344 464)( babbabaaba . 
Тогда  
16322481464
8126133
lim
)2()1(
)2()1(
lim
234234
2323
44
33
nnnnnnnn
nnnnnn
nn
nn
nn
 
1528184
91592
lim
23
23
nnn
nnn
n
[разделим числитель и знаменатель на 3n ]  
2
1
4
2
152818
4
9159
2
lim
32
32
nnn
nnn
n
. 
Здесь мы воспользовались тем, что 0
1
lim
nn
, и арифметическими свой-
ствами пределов. 
 
    Примечание В дальнейшем при вычислении подобных пределов 
можно использовать правило: при n  предел отношения многочле-
нов одинаковых степеней равен отношению коэффициентов при 
старших степенях n. 
 
    Пример 2   nnnn
n
22lim . 
 
    Решение Умножим и разделим выражение под знаком предела на  
сопряженное выражение, т. е. на  nnnn 22 . Получим  
nnnn
nnnn
nnnn
nnnn
nnnn
nnn 22
22
22
2
2
2
2
22 limlimlim  
nnnn
n
n 22
2
lim [разделим числитель и знаменатель на n]  
1
11
2
/11/11
2
lim
nnn
. 
 
    Пример 3   nnn
n
3 23 2lim . 
    Решение  Умножим и разделим выражение под знаком предела на  
неполный квадрат соответствующей суммы, т. е. на  
23 23
2
3 23 22 nnnnnn . 
Получим 
23 23
2
3 23
3
3
3 23
3 23
22
2
lim2lim
nnnnnn
nnn
nnn
nn
 
  26 
23 23
2
3 23
2
22
2
lim
nnnnnn
n
n
[разделим числитель и знаменатель на 
2n ]  
3
2
111
2
1/21/21
2
lim
3
2
3 nn
n
. 
 
    Пример 4   
n
nnnnn
n
)1()1)(1(
lim
425
. 
 
    Решение Умножим и разделим выражение под знаком предела на  
)1()1)(1( 425 nnnnn . 
Получим    
n
nnnnn
n
)1()1)(1(
lim
425
 
)1()1)(1(
)1()1)(1(
lim
)1()1)(1(
)1()1)(1(
lim
425
4225
425
2
4
2
25
nnnnnn
nnnnn
nnnnnn
nnnnn
nn
 
 
)1()1)(1(
1
lim
425
37257
nnnnnn
nnnnn
n )1()1)(1(
1
lim
425
235
nnnnnn
nnn
n
. 
Здесь мы воспользовались тем, что старшая степень числителя (5) 
больше старшей степени знаменателя (4,5). 
 
    Пример 5   n
n
n 52lim 3 . 
    Решение Воспользуемся теоремой о промежуточной последова-
тельности и табличными пределами (Приложение А):  
0,1lim aan
n
,   1lim n
n
n . 
Докажем, что данный предел тоже равен 1. Воспользуемся оценками 
Nnnnn ,752 333 , 
Nnnnn nnnn ,)(752)( 333 . 
Так как  1)(7limlim 3nn
n
n
n
nn , то 152lim 3n
n
n . 
 
    Пример 6   n nn
n
n 23lim . 
    Решение Докажем, что этот предел равен 3. Действительно, для 
всех Nn  выполняются неравенства 
nnnnnn nnnn 3233233 . 
Тогда,  извлекая корни степени п из всех частей неравенства, получим 
Nnnn nnn nn ,23233 . 
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Так как  323lim nn
n
n , то  323lim n nn
n
n . 
 
    Пример 7   
n
n n 12
2009
lim .   
 
    Решение Заметим, что для любого натурального 2009n  
2
1
12
2009
n
. 
Тогда  2009n  имеем 
nn
n 2
1
12
2009
0 . 
Так как  0
2
1
lim
n
n
, то 0
12
2009
lim
n
n n
. 
 
 
    Задание 8 
    Вычислить пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 
 
    Пример 1   
253
4
lim
2
2
1 xx
x
x
. 
 
Решение Перейдем к пределу в числителе и знаменателе. Получим 
4
3
4
3
253
41
)253(lim
)4(lim
253
4
lim
2
1
2
1
2
2
1 xx
x
xx
x
x
x
x
. 
 
    Пример 2   
253
4
lim
2
2
2 xx
x
x
. 
 
    Решение При 2x  и  числитель, и знаменатель дроби стремятся к 
нулю. Т. е. имеем неопределенность вида 
0
0
. Разложим числитель и 
знаменатель на множители. Корнями знаменателя являются 21x  и 
3/12x . Поэтому 
7
4
13
2
lim
)3/1)(2(3
)2)(2(
lim
0
0
253
4
lim
222
2
2 x
x
xx
xx
xx
x
xxx
. 
 
    Пример 3   
253
4
lim
2
2
xx
x
x
. 
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    Решение Имеем неопределенность вида . Чтобы от нее изба-
виться, разделим числитель и знаменатель дроби на х в старшей сте-
пени, т. е. на 2x . Получим 
3
1
25
3
4
1
lim
253
4
lim
2
2
2
2
xx
x
xx
x
xx
. 
 
    Пример 4   
34
23
lim
5
4
1 xx
xx
x
. 
 
    Решение Имеем неопределенность вида 
0
0
. Разложим числитель и 
знаменатель на множители.  
)1(3)1)(1)(1(
)1(2)1)(1(
lim
33
22
lim
0
0
34
23
lim
2
2
15
4
15
4
1 xxxxx
xxxxx
xxx
xxx
xx
xx
xxx
 
1
34
23
3
2
lim
)3)1)()((1(
)2)(1(
lim
234
23
122
23
1 xxxx
xxx
xxxx
xxxx
xx
. 
 
    Пример 5   
x
x
x 43
16
lim
5
. 
 
    Решение Имеем неопределенность вида 
0
0
. Умножим числитель и 
знаменатель дроби на выражения, сопряженные к числителю и знаме-
нателю, т. е. на xx 4316 . Получим   
)16)(49(
)43)(16(
lim
16)4(3
431)6(
lim
43
16
lim
522
2
55 xx
xx
xx
xx
x
x
xxx
 
3
11
33
16
43
lim
)16)(5(
)43)(5(
lim
55 x
x
xx
xx
xx
. 
 
    Пример 6   
31 1
221
lim
x
xx
x
. 
    Решение Имеем неопределенность вида 
0
0
. Умножим числитель и 
знаменатель дроби на выражения, сопряженные к числителю и знаме-
нателю, т. е. на  )1)(221( 3 23 xxxx .  
Получим 
31 1
221
lim
x
xx
x
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)221)(1(
)1)(76(
lim
)221)(1(
)1()2(4)1(
lim
3 232
1
3 232
1` xxx
xxxx
xxx
xxxx
xx
 
.6
4
24
211
)111)(71(
221
)1)(7(
lim
)221)(1(
)1)(7)(1(
lim
3 23
1
3 23
1 xx
xxx
xxx
xxxx
xx
 
    Пример 7   
12sin13
12
lim
30 x
e x
x
. 
 
    Решение Имеем неопределенность вида 
0
0
. Воспользуемся экви-
валентностью функций при 0x  (Приложение А).  
Так как  при 0x  0x  и 02sin x , то при 0x  имеем  
xe x ~1 , 
3
2
~2sin
3
1
~12sin13
x
xx . 
Тогда  
)3/2(3
2
lim
0
0
12sin13
12
lim
030 x
x
x
e
x
x
x
. 
 
    Пример 8   
2sin 13
)cos2ln(
lim
xx
x
. 
    Решение Имеем неопределенность вида 
0
0
. Перейдем к новой пе-
ременной xy . Так как  x , то 0y . Получим  
2sin02sin02)sin(02sin 13
)cos11ln(
lim
13
)cos2ln(
lim
13
))cos(2ln(
lim
0
13
)cos2ln(
lim
yyyyyyxx
yyy
y
yx
xy
x
2sin
2
0 13
)2/(sin21ln
lim
yy
y
. 
    При 0y      
22
2~)2/(sin2~)2/(sin21ln
22
22 yyyy , 
3ln~3lnsin~13 sin yyy . 
Поэтому последний предел равен  
3ln2
1
)3ln(
2/
lim
22
2
0 y
y
y
. 
 
 
    Задание 9 
    Найдите односторонние пределы функции 
  30 
0,0
0,
2
sin
0,
4
cossin
)(
x
x
x
x
x
x
xf в точке 0x  
или докажите, что соответствующий односторонний предел не суще-
ствует. 
 
    Решение Правосторонний предел функции )(xf  в точке 0x  суще-
ствует. Действительно,  
1
2
sin
2
sinlim)(lim
0000 x
xf
xx
. 
Покажем, что предела слева функции )(xf  в точке 0x  не существует. 
В соответствии с определением по Гейне предела функции в точке, 
достаточно указать две последовательности )( nx , сходящиеся к нулю 
слева, такие, что соответствующие значения функции )( nxf  будут 
иметь различные пределы при n . 
Возьмем 
n
xn
21 , ;1n . 
001nx , 1
2
sin1)2cos(
2
sin)( 1
n
n
n
xf n  при n . 
Возьмем теперь 
n
xn
4
82 , ;1n . 
002nx , 0
4
8
sin2
2
cos
4
8
sin)( 2
n
n
n
xf n  при .n  
Согласно определению по Гейне предела функции в точке, )(lim
00
xf
x
 не 
существует. 
 
 
    Задание 10 
    Используя I и II замечательные пределы, вычислить пределы функ-
ций. 
 
    Пример 1   
x
x
x 7sin
5sin
lim
2
2
0
. 
 
     Решение Имеем неопределенность вида 
0
0
. Воспользуемся пер-
вым замечательным пределом и теоремой о произведении пределов. 
Получим  
  31 
.
49
25
11
49
25
7sin
7
lim
5
5sin
lim
49
25
49
25
7sin
)7(
)5(
5sin
lim
0
0
7sin
5sin
lim
2
0
2
02
2
2
2
02
2
0 x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
xxxx
 
     Пример 2   
xtg
nxmx
x 20
coscos
lim . 
 
    Решение  x
x
xmnxnm
xtg
nxmx
xx
2
2020
cos
sin
2
)(
sin
2
)(
sin2
lim
0
0coscos
lim  
.
222
2cos
22sin
2
2
)(
sin
2
2
)(
sin
lim2
22
2
2
2
0
mnmnnm
x
mnnm
x
x
x
mn
xmn
x
nm
xnm
x
 
    Пример 3   
)2cos1(
sin
lim
0 xx
xtgx
x
. 
 
    Решение 
xxx
x
xx
x
x
xx
xtgx
xxx sin2cos
cos1
lim
sin2
1
cos
1
sin
lim
0
0
)2cos1(
sin
lim
0200
 
 
.
4
1
2/
2/sin
lim
4
1
2/coscos
1
lim
2/sin
lim
2
1
2/cos2/sin4cos
2/sin2
lim
000
2
0 x
x
xxx
x
xxxx
x
xxxx
 
 
     Пример 4   
x
x
x 8sin
7sin
lim
1
. 
 
    Решение Имеем неопределенность вида 
0
0
. Введем новую пере-
менную 1xy , тогда 0y  и 
y
y
y
y
y
y
y
yx
xy
x
x
yyyx 8sin
7sin
lim
)88sin(
)77sin(
lim
)1(8sin
)1(7sin
lim
0
1
1
0
0
8sin
7sin
lim
0001
 
8
7
8
7
8sin
8
7
7sin
lim
0 y
y
y
y
y
. 
 
    Пример 5   
1
6
7
5
lim
x
x x
x
. 
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    Решение Имеем неопределенность вида [1 ]. Воспользуемся вто-
рым замечательным пределом.  
6
6
7
12
12
7
1
6
1
6
7
12
1lim
7
127
lim1
7
5
lim
x
xx
x
x
x
x
x xx
x
x
x 27
)6(2
lim
ee x
x
x . 
 
    Пример 6   xx
x
x sin
1
0
)(coslim . 
 
    Решение Имеем неопределенность вида [1 ]. Воспользуемся вто-
рым замечательным пределом.  
xx
x
x
x
xx
x
xx
x
xxx
sin
)2/(sin2
)2/(sin2
1
2
0
sin
1
sin
1
0
2
2)2/(sin21lim)1cos1(lim1)(coslim  
24
2
sin
)2/(sin2
lim
2
0 eee xx
x
x , так как 
4
2/
sin2/
)2/(sin
lim
sin
)2/(sin
lim
2
2
2
0
2
0 x
x
x
x
xx
x
xx
. 
 
    Примечание Использование известных асимптотических равенств 
несколько упрощает решение задач. Например,  
4
2/
lim
0
~sin,2/~)2/sin(
sin
)2/(sin
lim
2
0
2
0 xx
x
x
xxxx
xx
x
xx
. 
 
    Пример 7   
a
x
tg
ax a
x 2
2lim . 
 
    Решение Имеем неопределенность вида [1 ]. Воспользуемся вто-
рым замечательным пределом. 
a
y
tg
y
a
ay
tg
y
a
x
tg
ax a
y
a
ay
y
ayx
axy
a
x 22
0
2
)(
0
2
1lim2lim
0
12lim  
/22
lim
)
2
(
0
2
0
01lim1lim ee
a
y
a
y
a
y
ctg
a
ya
y
ctg
a
y
y
a
y
a
y
ctg
y
y , так как 
221
2
cos
2
)2/sin(
2/
lim
1
)2/sin(
)2/cos(
lim
2
lim
000
a
aa
ya
ay
ay
aaya
ayy
a
y
ctg
a
y
yyy
. 
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    Задание 11 
    Исследовать данные функции на непрерывность, найти точки раз-
рыва и определить их тип. 
 
    Пример 1   
4,5,2
4,
2
2
2
xx
x
xx
x
y . 
 
    Решение Так как 
2,2
2,2
2
xx
xx
x , то данную функцию можно за-
писать следующим образом: 
4,5,2
42,/21
2,/21
xx
xx
xx
y . 
Данная функция не определена в точках 21x  и 02x , значит, эти 
точки являются точками разрыва. Определим их тип. 
Найдем односторонние пределы: 
2)/21(lim)(lim
0202
xxy
xx
,   0)/21(lim)(lim
0202
xxy
xx
. 
Так как в точке 21x  существуют односторонние пределы, но они 
различны, то 21x  – точка разрыва I рода. 
Так как )/21(lim)(lim
0000
xxy
xx
, то 02x  – точка разрыва II рода. 
Исследуем теперь функцию на непрерывность в точке 43x . 
5,15,24)5,2(lim)(lim
0404
xxy
xx
,   5,14/21)/21(lim)(lim
0404
xxy
xx
. 
Поскольку в точке 43x  односторонние пределы существуют и рав-
ны, то существует  )(lim
4
xy
x
 и равен 1,5. А так как предел функции 
)(xyy  в точке 43x  совпадает со значением функции в этой точке, то 
данная функция непрерывна в точке 43x . 
Если );4()4;2()2;(x , то данная функция непрерывна по опре-
делению непрерывной функции (в каждой такой точке предел функ-
ции совпадает со значением функции в этой точке). 
Построим схематически график функции )(xyy  (рисунок 1). 
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Рисунок 1 − График функции )(xyy . 
 
    Пример 2   
253
13
2 xx
x
y . 
 
    Решение Найдем точки, в которых знаменатель обращается в ноль. 
Решив уравнение 0253 2 хх , получим  3/11x , 22x . 
Так как функция не определена в этих точках, то 1х  и 2х  – точки раз-
рыва. Определим их тип. Вычислим пределы функции в этих точках. 
7
3
2
1
lim
)2)(3/1(3
13
lim
253
13
lim
3/13/123/1 xxx
x
xx
x
xxx
 
    Так как существует конечный предел функции в точке 3/11x , то 
1х  – точка устранимого разрыва. 
Так как  
0
7
253
13
lim
22 xx
x
x
, то 22x  – точка разрыва II рода. 
В остальных точках данная функция непрерывна как отношение не-
прерывных функций. 
 
    Пример 3   
arctgx
x
y . 
 
    Решение Данная функция не определена в точке 0х , значит, она 
разрывна в этой точке.  Рассмотрим ее односторонние пределы в этой 
точке. 
1lim
~
0
lim)(lim
000000 x
x
xarctgx
x
arctgx
x
xy
xxx
, 
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1lim)(lim
0000 arctgx
x
xy
xx
. 
Односторонние пределы существуют, но различны. Значит, 0х  – 
точка разрыва I рода. 
Поскольку при 0х  знаменатель )(xy  не обращается в ноль, то в 
остальных точках данная функция непрерывна как отношение непре-
рывных функций. 
 
    Пример 4   )32sgn( 2 xxy . 
 
    Решение Данная функция принимает всего три значения: 0, 1 и –1 – 
в зависимости от знака выражения 322 xx . Поэтому запишем ее в 
следующем виде: 
032,1
032,0
032,1
2
2
2
xx
xx
xx
y ,  т. е.  
)3;1(,1
3;1,0
);3()1;(,1
x
x
x
y . 
Рассмотрим, например точку 3х  (рисунок 2).  
1)(lim
03
xy
x
,   1)(lim
03
xy
x
. 
 
Рисунок 2 − График функции )32sgn( 2 xxy . 
 
Значит, 3х  – точка разрыва I рода. 
Аналогично доказывается, что 1х  – тоже точка разрыва I рода. 
В остальных точках функция является кусочно-постоянной, а значит, 
непрерывна. 
 
 
    Задание 12 
    Установить, верно ли утверждение: 
)()/1sin1ln( xoxx  при 0x . 
 
    Решение Воспользуемся леммой: 
  36 
если 0)(xg  в некоторой проколотой окрестности точки 0x , то 
)(gof  при 0xx     0
)(
)(
lim
0 xg
xf
xx
. 
Функция 0х  для любого 0х . Вычислим  
x
xx
x
)/1sin1ln(
lim
0
. 
Заметим, что величина xх /1sin  является бесконечно малой при 0x  
как произведение бесконечно малой функции x  и ограниченной 
x/1sin . Поэтому при 0x  выполняется  xxxx /1sin~)/1sin1ln( .  
Тогда  0/1sinsgnlim
/1sin
lim
)/1sin1ln(
lim
000
xxx
x
xx
x
xx
xxx
,  
так как 0х  при 0x , а 1/1sinsgn xx . 
    В силу леммы, данное утверждение верно. 
 
 
    Задание 13 
    Найти )(' xf , вычислив 
x
xfxxf
x
)()(
lim
0
. 
 
    Пример 1   xxxf )( . 
 
    Решение Преобразуем 2/32/1)( xxxxf .  
Пусть 0x . Выберем x  так, чтобы xх . Тогда  
2/32/3
22
02/32/3
33
0
2/32/3
0 )(
)()(
lim
)(
)(
lim
)(
lim)('
xxx
xxxxxx
xxxx
xxx
x
xxx
xf
xxx
x
x
x
2
3
2
3
2/3
2
. 
 Получили, что 0,
2
3
)'( xxxx . 
При 0x  существует только односторонняя производная 
0limlim
)0()(
lim'
000000
x
x
xx
x
fxf
f
xxx
. 
 
    Пример 2   1)( ctgxxf . 
 
    Решение По определению производной, 
x
ctgxxxctg
xf
x
)(
lim)('
0
. 
Воспользуемся формулой   
sinsin
)sin(
ctgctg . Получим  
  37 
xxxxx
x
xxxx
x
xf
xxx 2000 sin
1
sin)sin(
1
lim
sin
lim
sin)sin(
sin
lim)(' . 
Итак, Znnx
x
ctgx ,,
sin
1
)'1(
2
. 
 
 
    Задание 14 
    Пользуясь правилами дифференцирования, вычислить производные 
данных функций. Записать дифференциалы )(xdy . 
 
    Пример 1   10 5 279 xy . 
 
    Решение Преобразуем выражение, с помощью которого задана 
функция: 
10/1
5/15 279 xy . 
Воспользуемся формулой производной сложной функции. Получим  
5/4
5
10/9
5/155/15
10/9
5/15
5
27
279
10
1
)'279(279
10
1
' xxxxy
10
9
55 4
5
27950
27
xx
. 
Дифференциал  dx
xx
xdy
10
9
55 4
5
27950
27
)( . 
 
    Пример 2   xy 3cosln 2 . 
 
    Решение Данную функцию можно рассматривать как композицию 
четырех функций. Применяя правило дифференцирования сложной 
функции 3 раза, получим 
xtg
x
x
xx
x
y 36
3cos
3sin6
3)3sin(3cos2
3cos
1
'
2
, 
xtgxdy 36)( . 
 
    Пример 3   )2sin22(cos xxey x . 
 
    Решение Воспользуемся правилом дифференцирования произведе-
ния: 
'')'( uvvuuv . 
Тогда производная )'2sin22(cos)2sin22(cos)'(' xxexxey xx  
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xexxexxe xxx 2cos5)2cos42sin2()2sin22(cos , 
а дифференциал   xedy x 2cos5 . 
 
    Пример 4   
21
arcsin
x
x
y . 
 
    Решение Воспользуемся правилом дифференцирования частного 
функций: 
2
''
)'/(
v
uvvu
vu . 
2
2
2
2
22
22
1
12
)2(
arcsin1
1
1
)1(
)'1(arcsin1)'(arcsin
'
x
x
x
xx
x
x
xxxx
y    
2/32
2
2
2
)1(
arcsin1
1
1
arcsin
1
x
xxx
x
x
xx
, 
дифференциал  dx
x
xxx
dy
2/32
2
)1(
arcsin1
. 
 
    Пример 5   x xy  )0(x . 
 
    Решение 0,
1
xxy x . Функция является показательно-степенной. 
Для нахождения производной воспользуемся методом логарифмиче-
ского дифференцирования. 
Прологарифмируем обе части равенства xxy
1
.  
Получим  xxy
1
lnln , отсюда x
x
y ln
1
ln . 
Найдем производные от обеих частей последнего равенства, учиты-
вая, что )(xyy  – функция переменной х . Воспользовавшись форму-
лами   
2
21 1)'()'/1(
x
xxx , 
x
x
1
)'(ln , получим 
)ln1(
11
ln
1'
222
x
xx
x
xy
y
. 
Отсюда 
2
ln1
'
x
x
yy , т. е. 
2
ln1
'
x
x
xy x , а dx
x
x
xdy x
2
ln1
. 
 
    Пример 6   
3
22
24
4)2(
x
xx
y . 
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    Решение Воспользуемся методом логарифмического дифференци-
рования.  
3
22
24
4)2(
lnln
x
xx
y  
Воспользовавшись свойствами логарифмов, получим 
24lnln3)4ln(
2
1
)2ln(ln 22 xxxy . 
Найдем производные от обеих частей последнего равенства, учиты-
вая, что )(xyy – функция переменной х : 
xx
x
x
x
xx
x
x
x
y
y 3
42
23
4
2
2
1
2
2'
2222
. 
xx
x
x
x
yy
3
42
2
'
22 3
22
24
4)2(
x
xx
xx
x
x
x 3
42
2
22
. 
3
22
24
4)2(
x
xx
dy
xx
x
x
x 3
42
2
22
. 
 
 
    Задание 15 
    Найти xxy ''   для функции, заданной параметрически: 
)2cos1ln( ty , )sin1ln( tx . 
 
    Решение Воспользуемся формулой производной функции, заданной 
параметрически:                           
t
t
x
x
y
y
'
'
' . 
Найдем предварительно tx'  и ty' : 
t
t
x t
sin1
cos
' , ctgt
t
t
t
tt
t
t
y t 2
sin
cos2
sin2
cossin4
2cos1
2sin2
'
2
. 
Теперь   
t
t
t
tctgx
x
y
y
t
t
x
sin
)sin1(2
cos
)sin1(2
'
'
' . 
Для нахождения xxy ''  найдем предварительно txy )''( . 
t
t
t
tttt
t
t
y
t
tx 22
'
sin
cos2
sin
cos)sin1(sincos
2
sin
)sin1(2
)''( . 
Теперь 
t
t
t
t
t
t
x
y
y
t
tx
xx 22 sin
)sin1(2
cos
sin1
sin
cos2
'
)''(
'' . 
 
    Примечание Для нахождения xxy ''  можно было воспользоваться 
формулой: 
3)'(
''''''
''
t
tttttt
xx
x
xyyx
y . 
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    Задание 16 
    Пользуясь правилом Лопиталя, вычислить пределы. 
 
    Пример 1   
x
x
x sin
)arccos)/2ln((
lim
0
. 
    Решение   
2
2/
1
cosarccos/2
1
12
lim
0
0
sin
)arccos)/2ln((
lim
2
00 xx
x
x
x
xx
. 
 
    Пример 2   
3
5
lim
xx e
x
. 
 
    Решение  
0
1
lim
9
10
3
2
lim
3
5
lim
3
5
3
5
limlim
33333 2
2
2
45
xxxxxxxxxx xeex
x
e
x
ex
x
e
x
. 
 
    Пример 3   
xxx
xx
x sincos
arcsin
lim
2
0
. 
 
    Решение Имеем неопределенность вида 
0
0
. Прежде чем приме-
нить правило Лопиталя, воспользуемся асимптотическим равенством: 
xx ~arcsin  при 0x . 
Тогда   
xxxx
x
xxx
x
xxx
xx
xxx cossincos
3
lim
0
0
sincos
lim
sincos
arcsin
lim
2
0
3
0
2
0
 
3
sin
lim3
0 x
x
x
. 
 
    Пример 4   
1
11
lim
0 xx ex
. 
 
    Решение    
0
01
lim
0
~1
)1(
1
lim
1
11
lim
200 x
xe
x
xe
ex
xe
ex
x
ox
x
x
x
xxx
 
2
1
2
lim
2
1
lim
00 x
x
x
e
x
x
x
. 
 
    Пример 5   x
x
x cos
02/
)2(lim . 
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    Решение Имеем  неопределенность вида 00 . Воспользуемся основ-
ным логарифмическим тождеством: 
)2ln(coscos)2( xxx ex . 
Тогда 1lim)2(lim
0
02/
)2ln(coslim
)2ln(cos
02/
cos
02/
eeex
xx
xx
x
x
x
x , так как  
x
x
x
x
x
xx
xxx
2
02/02/02/
cos
sin
)2(
2
lim
cos/1
)2ln(
lim0)2ln(coslim  
0
2
)sin(cos2
lim2
sin
1
lim
2
cos
lim2
02/02/
2
02/
xx
xx
x
xxx
. 
 
 
    Задание 17 
    Пользуясь основными каноническими разложениями (Приложение 
А), разложить по формуле Маклорена до )( nxo  следующие функции. 
 
    Пример 1   
x
x
xf
23
32
ln)( . 
 
    Решение   
 )3/21ln(3ln)2/31ln(2ln)23ln()32ln(
23
32
ln)( xxxx
x
x
xf  
)3/21ln()2/31ln(3/2ln xx . 
Воспользуемся формулой: 
n
k
n
kk
xo
k
x
x
1
1
)(
)1(
)1ln( . 
Получим   
n
k
n
k
nk
k
knk
k
kk xoxxoxxf
1 1
11 )(
3
2
)1()(
2
3
)1()1(
3
2
ln)(  
n
k
nk
kk
k
n
k
n
k
nk
k
kk
k
xoxxoxx
11 1
)(
2
3
3
2
)1(
3
2
ln)(
3
2
)1(
2
3
3
2
ln . 
 
    Пример 2   xxxf 2sin)( 2 . 
 
    Решение  Применим формулу понижения степени. Получим  
x
xxx
xxxxf 4cos
222
4cos1
2sin)( 2 . 
Воспользуемся формулой: 
n
k
n
k
k xo
k
x
x
0
12
2
)(
)!2(
)1(cos . 
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Тогда  
n
k
n
kk
k
n
k
n
kk
k xo
k
xx
xo
k
xxx
xf
0
22
1214
1
0
12
22
)(
)!2(
2
)1(
2
)(
)!2(
4
)1(
22
)(  
n
k
n
kk
kn
nn
n xo
k
x
xo
n
x
xx
xx
1
22
1214
122
1214
153 )(
)!2(
2
)1()(
)!2(
2
)1(...
3
16
4
22
. 
 
    Пример 3   
2
12
)(
2
2
xx
x
xf . 
    Решение   
2
32
2
2
32422
2
12
)(
22
2
2
2
xx
x
xx
xxx
xx
x
xf . 
Представим  
2
32
2 xx
x
  в виде суммы простейших дробей: 
)1)(2(
2)(
12)1)(2(
32
2
32
2 xx
BAxBA
x
B
x
A
xx
x
xx
x
. 
Решив систему  
32
2
BA
BA
, получим 3/7A , 3/1B . 
Тогда  
xxxx
xf
1
1
3
1
2/1
1
6
7
2
1
1
3
1
2
1
3
7
2)( . 
Воспользуемся формулами: 
n
k
nk xox
x 0
)(
1
1
, 
n
k
nkk xox
x 0
)()1(
1
1
. 
Получим   
n
k
n
k
nkk
k
k
xox
x
xf
0 0
)()1(
3
1
26
7
2)(  
n
k
nk
k
kn
k
n
k
nkk
k
k
xoxxox
x
0
1
0 0
1 )(
26
7
3
)1(
2)()1(
3
1
26
7
2 . 
 
 
    Задание 18 
    Исследовать функцию и построить ее график. 
 
    Пример 1   
3 2 1
)(
x
x
xf . 
 
    Решение  
    1) Область определения функции 1\)( RfD .  
Так как  )( fDx  )(
1)(
)(
3 2
xf
x
x
xf , то функция является нечет-
ной. Функция не является периодической. 
    2) Найдем точки пересечения графика функции с осями координат. 
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    С осью Ox : 0y . Тогда 0
13 2x
x
. Отсюда 0x . 
    С осью Oy : 0x . Тогда 0y . Получили точку )0;0(O . 
Найдем промежутки знакопостоянства, решив неравенства 0)(xf  и        
0)(xf . Получим:  
 
0)(xf  при );1()0;1(x , 
0)(xf  при )1;0()1;(x . 
    3) Найдем асимптоты графика функции. 
Так как )(lim
1
xf
x
 и )(lim
1
xf
x
, то прямые 1x  и 1x  – вертикаль-
ные асимптоты. 
)01(f , )01(f . 
    Примечание При построении графика функции можно использовать 
его симметрию относительно начала координат, поэтому односторон-
ние пределы достаточно вычислить только в точке 1x . 
Так как 0
1
1
lim
)(
lim
3 2xx
xf
xx
, а 
3 2 1
lim0)(lim
x
x
xxf
xx
, то наклон-
ных и горизонтальных асимптот нет. 
    4) Исследуем функцию на монотонность и найдем точки экстрему-
ма. Для этого вычислим производную функции: 
3/42
2
2
3 2
3/223 2
13
3
1
21
3
1
1
)('
x
x
x
xxxx
xf . 
0)(' xf , если 3x . 
Исследуем знак )(' xf . Получим:  
 
 
 
)(xf  возрастает на ]3;(  и );3[ , 
)(xf  убывает на )1;3[ , )1;1(  и на ]3;1( . 
3x  – точка максимума, 3x  – точка минимума. 
4,12/3)3( 3f . 
    5) Найдем промежутки выпуклости и точки перегиба. 
3/72
2
3/82
3/1223/42
13
92
19
2143132
)(''
x
xx
x
xxxxx
xf . 
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0)('' xf , если 0x  или 3x . 
Исследуем знак )('' xf . Получим:  
 
 
)(xf  выпукла вниз на ]3;( , ]0;1( , ]3;1( , 
)(xf  выпукла вверх на )1;3[ , )1;0[ , );3[ . 
0x  и 3x  – точки перегиба, 0)0(f , 5,1)3(f . 
    6) Изобразим график данной функции (рисунок 3). 
 
 
Рисунок 3 − График функции 
3 2 1
)(
x
x
xf . 
 
    Пример 2   
x
x
xf
ln
)( . 
 
    Решение  
    1) Найдем область определения: 
0x  и 0ln x , т.е. 1x . 
Получили  );1()1;0()( fD . 
Так как область определения не симметрична относительно начала 
координат, то )(xf  не является ни четной, ни нечетной. Не является 
периодической. 
    2) Найдем точки пересечения графика функции с осями координат. 
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    С осью Ox : 0y , т. е. 0
ln x
x
. Уравнение не имеет корней. 
    С осью Oy : 0x . Но )(0 fD .  
Значит, точек пересечения с осями координат нет. 
Найдем промежутки знакопостоянства. Получим:  
 
   0)(xf  при );1(x , 0)(xf  при )1;0(x . 
    3) Для нахождения вертикальных асимптот исследуем поведение 
функции в точках 0x  или 1x . 
0
0
ln
lim
00 x
x
x
, 
    
0
1
ln
lim
01 x
x
x
. 
Значит, прямая 1x  является вертикальной асимптотой. 
    4) Найдем промежутки монотонности и точки экстремума. 
x
x
xf
2ln
1ln
)(' . 
0)(' xf , если 1ln x , ex . 
Исследуем знак )(' xf . Получим:  
 
)(xf  возрастает на  );[e , 
)(xf  убывает на )1;0(  и ];1( e . 
ex  – точка минимума, eef )( . 
    5) Найдем промежутки выпуклости и точки перегиба. 
xx
x
x
x
xxx
xxf
34
2
ln
ln2
ln
1
ln21lnln
1
)('' . 
0)('' xf , если  2ln x , 2ex . 
Исследуем знак )('' xf . Получим:  
 
)(xf  выпукла вверх на )1;0(  и );[ 2e , 
)(xf  выпукла вниз на ];1( 2e . 
2ex  – точка перегиба, 2/)( 22 eef . 
    6) Изобразим график данной функции (рисунок 4). 
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Рисунок 4 − График функции 
x
x
xf
ln
)( . 
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Приложение А 
(справочное) 
 
    Некоторые математические формулы 
 
    Формулы сокращенного умножения 
   222 2)( bababa  
   32233 33)( babbaaba  
   4322344 464)( babbabaaba  
   ))((22 bababa  
   ))(( 2233 babababa   
 
    Некоторые пределы последовательностей 
   0lim n
n
q , 1q ,  
   1lim n
n
a , 0a , 
   1lim n
n
n ,   
   en n
n
/11lim  
  
    Замечательные пределы 
   1
sin
lim
0 x
x
x
, 
   ex x
x
/1
0
1lim ,   
   ex x
x
/11lim  
 
    Таблица эквивалентных функций (при 0x ) 
   xx ~sin ,  xtgx ~ , 2/~cos1 2xx ,  
   xx ~arcsin ,  xarctgx ~ ,  xshx ~ ,  
   xe x ~1 ,  axa x ln~1 ,  xx ~)1ln( , xx ~1)1(  
 
    Гиперболические функции 
   
2
xx ee
shx ,  
2
xx ee
chx ,  
chx
shx
thx ,  
shx
chx
cthx  
 
    Некоторые тригонометрические формулы 
 
    Основные тригонометрические тождества 
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   1cossin 22 ,  
cos
sin
tg ,  
sin
cos
ctg  
   
2
2
cos
1
1 tg ,  
2sin
1
1 ctg ,  1ctgtg  
 
    Формулы сложения 
   sincoscossin)sin( , 
   sinsincoscos)cos(  , 
   
tgtg
tgtg
tg
1
)(  
 
    Преобразование суммы тригонометрических функций 
   
2
cos
2
sin2sinsin

, 
   
2
cos
2
cos2coscos , 
   
2
sin
2
sin2coscos , 
   
coscos
)sin(
tgtg  
 
    Формулы двойного аргумента 
   cossin22sin ,  22 sincos2cos ,  
21
2
2
tg
tg
tg  
 
    Формулы понижения степени 
   
2
2cos1
cos2 ,  
2
2cos1
sin 2  
  
    Производные основных элементарных функций 
   0'const ,                 1'x ,                         1)'( nn nxx ,        
x
x
2
1
' , 
   xx ee )'( ,                  аaa xx ln)'( ,                   
x
x
1
)'(ln ,           
аx
xa
ln
1
)'(log , 
   xx cos)'(sin ,           xx sin)'(cos ,          
x
tgx
2cos
1
)'( ,     
x
ctgx
2sin
1
)'( , 
   
21
1
)'(arcsin
x
x ,  
21
1
)'(arccos
x
x ,  
21
1
)'(
x
arctgx , 
21
1
)'(
x
arcctgx , 
   chxshx)'( ,              shxchx)'( ,                 
xch
thx
2
1
)'( ,       
xsh
cthx
2
1
)'(  
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    Основные правила дифференцирования 
   ')'( cucu  )( constc  
   '')'( vuvu  
   '')'( uvvuuv  
   
2
''
'/
v
uvvu
vu  
   )('))(('')(( xgxgfxgf  
 
    Производная функции, заданной параметрически 
   
t
t
x
x
y
y
'
'
' ,  
3)'(
''''''
'
)''(
''
t
tttttt
t
tx
xx
x
xyyx
x
y
y  
 
    Формула Маклорена для некоторых элементарных функций  
с остаточным членом в форме Пеано )0(x  
   )(
!
n
n
ok
k
x xo
k
x
e , 
   )(
)!12(
)1(sin 22
0
12
n
n
k
k
k xo
k
x
x , 
   )(
)!2(
)1(cos 12
0
2
n
n
k
k
k xo
k
x
x , 
   )(
)1(
)1ln(
1
1
n
n
k
k
k
xox
k
x ,  
   )(
!
)1)...(1(
1)1(
1
nk
n
k
xox
k
k
x ,  
   )(
1
1
0
n
n
k
k xox
x
,  
   
n
k
nkk xox
x 0
)()1(
1
1
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Приложение Б 
(справочное) 
 
    Схема исследования функции 
  1) Найти область определения функции. Выяснить, является ли 
функция четной, нечетной, периодической. 
  2) Найти точки пересечения графика функции с осями координат и 
промежутки знакопостоянства. 
  3) Найти асимптоты графика функции. Найти односторонние пре-
делы в точках разрыва и граничных точках области определения. 
  4) Вычислить производную функции. Найти промежутки возраста-
ния и убывания, экстремумы функции. 
  5) Вычислить вторую производную функции. Найти промежутки 
выпуклости вверх и вниз, точки перегиба. 
  6) Изобразить график функции. 
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